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第十一章  多重積分
§11.1 二重積分

§11.2 三重積分
§11.3多重積分變數變換
§11.1 二重積分
    再第五章講過，單變數函數
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的定積分，代表由線下的面積，二重積分也有類似的意義。
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定理11.2
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如同在上一章，做
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§11.2 三重積分
定理11.3

設
[image: image43.wmf])

,

.

(

z

y

x

f

再S上連續，
[image: image44.wmf]{

}

)

,

(

)

,

(

),

(

)

(

,

)

,

,

(

y

x

g

z

y

x

H

x

g

y

x

h

b

x

a

z

y

x

S

£

£

£

£

£

£

=


則
[image: image45.wmf]dV

z

y

x

f

S

òòò

)

,

,

(


  
[image: image46.wmf]ò

ò

ò

=

b

a

x

g

x

h

y

x

g

y

x

H

dzdydx

z

y

x

f

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

,

,

(


例1.

  
[image: image47.wmf]ò

ò

ò

-

1

0

1

0

0

2

2

x

x

dzdydx

x


 解：

     
[image: image48.wmf]dx

x

x

dx

y

x

dydx

x

dydx

z

x

dzdydx

x

x

x

x

x

x

x

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

-

×

=

=

=

=

-

-

-

-

1

0

2

1

0

1

0

3

1

0

1

0

3

1

0

1

0

0

2

1

0

1

0

0

2

1

2

2

2

2


     令
[image: image49.wmf]2

1

x

u

-

=


     則
[image: image50.wmf]x

dx

du

2

-

=


     
[image: image51.wmf]xdx

du

=

-

\

2

1


       
[image: image52.wmf]u

x

-

=

1

2


     
[image: image53.wmf]15

2

)

5

1

3

1

(

0

)

1

(

5

1

)

1

(

3

1

)

5

2

3

2

(

2

1

)

1

(

2

1

1

0

2

5

2

2

3

2

1

0

2

5

2

3

1

0

2

1

1

0

1

0

0

2

2

=

+

-

-

=

-

+

-

-

=

-

-

=

×

-

-

=

\

ò

ò

ò

ò

-

x

x

u

u

du

u

u

dzdydx

x

x

x


例2.

  
[image: image54.wmf]ò

ò

ò

-

1

0

0

0

2

2

8

y

x

y

xyzdzdxdy


解：

    
[image: image55.wmf]1

0

6

1

0

5

1

0

5

5

0

1

0

4

3

2

1

0

0

3

3

1

0

0

2

2

1

0

0

0

2

1

0

0

0

6

1

)

2

(

)

2

(

)

4

4

(

)

(

4

4

8

2

2

2

2

y

dy

y

dy

y

y

dy

y

x

y

x

dxdy

y

x

xy

dxdy

x

y

xy

dxdy

xyz

xyzdzdxdy

y

y

y

y

x

y

y

x

y

=

=

-

=

-

=

-

=

-

=

=

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

ò

-

-



[image: image56.wmf]6

1

=


若
[image: image57.wmf]1

)

,

,

(

=

z

y

x

f

 
[image: image58.wmf]S

z

y

x

Î

"

)

,

,

(

，且


[image: image59.wmf]{

}

)

,

(

)

,

(

),

(

)

(

,

)

,

,

(

y

x

G

z

y

x

H

x

g

y

x

h

b

x

a

z

y

x

S

£

£

£

£

£

£

=


則區域S的體積
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例3.

  若S微曲面
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§11.3 多重積分變數變換
    在單變數函數的積分，
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    在多重機分鐘，也有變數變換；首先討論極座標變換。此法是適用在積分區域為平面上的圓形區域，半圓形區域，或第一象限的區域。

定理11.4
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例2.
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其次討論柱面座標及球面座標變數變換

定理11.5

若三度空間區域S唯一圓柱，則由柱面座標，
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定理11.6

若三度空間區域S為一球體，則由球面座標
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例4.
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例5.
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